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Anlage B:  Signalaustausch bei Systemen 
mit konstanter Beschleunigung 

In dieser Anlage wird gezeigt, dass der Empfang von Signalen aus einem beschleunigten 

System von einem zu Beginn der Beschleunigungsphase hierzu ruhenden Beobachter und 

einem, der dazu gleichförmig bewegt ist, zu den gleichen Ergebnissen führt. Die hierbei gel-

tenden analytischen Beziehungen wurden bereits in Kap. 6.4.1 in den Gleichungen Gl. (6.60) 

bis Gl. (6.80) abgeleitet. Für die Lösung dieses Problems gibt es aber auch eine numerische 

Methode, die im Folgenden dargestellt wird. Zwischen analytischem und numerischem An-

satz gibt es jeweils Vor- und Nachteile, die bei einer Gegenüberstellung, auch mit vergleich-

baren Ergebnissen der numerischen Methode aus Anlage C, sichtbar werden. 

B.1  Numerische Lösung 

Innerhalb eines bewegten Systems S gilt allgemein der Zusammenhang zwischen Ge-

schwindigkeit und Beschleunigung 

∆𝑣 = 𝑎(𝑣) · ∆𝑡(𝑣) = 𝑎𝑆 · ∆𝑡𝑆                                                (B. 01) 

Definitionsgemäß sind 𝑎𝑆 und ∆𝑡𝑆 konstant. Eine numerische Lösung erfordert das mehrfa-

che Durchlaufen verschiedener Schritte; dazu wird zunächst die relativistische Geschwin-

digkeitsaddition genutzt, dann folgt jeweils die Ermittlung der Zunahme von Zeit und Weg. 

1. Schritt: 

𝑣1 =
𝑣0 + ∆𝑣

1 +
𝑣0∆𝑣

𝑐2

=
𝑣0 + 𝑎𝑆∆𝑡𝑆

1 +
𝑣0𝑎𝑆∆𝑡𝑆

𝑐2

                                              (B. 02) 

2. Schritt: 

∆𝑡1 = ∆𝑡𝑆 ·
𝛾(𝑣1) + 𝛾(𝑣0)

2
                                                 (B. 03) 

3. Schritt: 

∆𝑥1 = ∆𝑡1𝑣0 +
𝑣1 + 𝑣0

2
∆𝑡1                                                 (B. 04) 

Es sei angemerkt, dass die Funktionen für 𝛾(𝑣) und 𝑣(𝛥𝑣) nicht linear sind und die Bil-

dung eines Mittelwertes somit nur eine Näherung darstellt, die durch die Wahl geeignet 

kleiner Intervalle für ∆𝑡𝑆 kompensiert werden muss. Diese Schritte sind nun N-mal zu wie-

derholen und die Ergebnisse werden aufsummiert. Allgemein gilt dann 

𝑡𝑁 = ∆𝑡𝑆 ∑
𝛾(𝑣𝐾) + 𝛾(𝑣𝐾−1)

2

𝑁

𝐾=1

                                             (B. 05) 
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𝑥𝑁 = ∑ ∆𝑡𝐾

𝑣𝐾 + 𝑣𝐾−1

2

𝑁

𝐾=1

                                                    (B. 06) 

mit 

𝑣𝐾+1 =
𝑣𝐾 + ∆𝑣

1 +
𝑣𝐾∆𝑣

𝑐2

− 𝑣0 =
𝑣𝐾 + 𝑎𝑆∆𝑡𝑆

1 +
𝑣𝐾𝑎𝑆∆𝑡𝑆

𝑐2

− 𝑣0                                 (B. 07) 

Zu einem beliebigen Zeitpunkt 𝑡𝐾 wird vom beschleunigten System S ein Signal an den 

Beobachter A zurückgeschickt. Da dieser sich aus Sicht von B während der Signalausbrei-

tung bei Werten von 𝑣0 ≠ 0 entweder von S entfernt oder darauf zubewegt und außerdem 

die Werte für 𝑎𝑆 und 𝑣0 jeweils positiv oder negativ sein können, müssen für die Durchfüh-

rung der Berechnungen unterschiedliche Regelungen getroffen werden (vgl. Zusammen-

stellung in Kapitel 2.1). Sind 𝑎𝑆 und 𝑣0 beide positiv, so entsteht für Beobachter B eine Situ-

ation entsprechend Typ b aus Abb. 2.2 mit 

𝛥𝑡 = ∆𝑡𝑆 (1 +
𝑣0

𝑐
)                                                        (B. 08) 

Weisen 𝑎𝑆 und 𝑣0 dagegen unterschiedliche Richtungen auf so ändert sich das Vorzeichen 

in Gl. (B.08) entsprechend der Situation vom Typ d aus Abb. 2.2 (vgl. Kap.2). 

Zusammengefasst entstehen folgende Kombinationen für die von Beobachter B durch 

die zunehmende Entfernung wahrgenommene Zeit zwischen zwei Impulsen 𝑡𝐾,𝑅, in die be-

liebige positive oder negative Werte für die Geschwindigkeit 𝑣0 eingesetzt werden können: 

𝑎𝑆 > 0:                                               𝑡𝐾,𝑅 =
𝑥𝐾 − 𝑣0𝑡𝐾

𝑐 (1 +
𝑣0

𝑐 )
                                                           (B. 09) 

𝑎𝑆 < 0:                                            𝑡𝐾,𝑅 =
|(𝑥𝐾 − 𝑣0𝑡𝐾)|

𝑐 (1 −
𝑣0

𝑐 )
                                                       (B. 10) 

Für 𝑣0 = 0 vereinfachen sich beide Beziehungen für beliebige Werte von 𝑎𝑆 zu 

𝑡𝐾,𝑅 =
|𝑥𝐾|

𝑐
                                                                (B. 11) 

Die Gesamtzeit ausgehend vom Start der Beschleunigung bis zum Senden und anschließen-

dem Empfang des Signals ist dann in allen Fällen 

𝑡𝐾,𝑇 = 𝑡𝐾 + 𝑡𝐾,𝑅                                                           (B. 12) 

Hierbei ist zu berücksichtigen, dass aus Sicht des Beobachters B die bei A eintreffenden Sig-

nale mit der Gleichung 

𝑡𝐾,𝑇(𝑣0) =
𝑡𝐾 + 𝑡𝐾,𝑅

𝛾(𝑣0)
                                                        (B. 13) 

korrigiert werden müssen um den Effekt um zu berücksichtigen, dass für A aus Sicht von B 

die Zeit um den Faktor 𝛾(𝑣0) langsamer abläuft. 
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Mit den hier dargestellten Beziehungen ist es möglich, die Werte für die Empfangszeiten 

von relativ zueinander bewegten Beobachtern zu ermitteln. Hierzu werden zunächst die 

Zeitabstände bestimmt, mit der das beschleunigte System S die Signale aussendet. Während 

diese subjektiv innerhalb des Systems definitionsgemäß ∆𝑡𝑆 sind, können von einem nicht 

beschleunigten Beobachter anhand der Gleichungen die Werte für den Signalabstand be-

stimmt werden. Außerdem lässt sich damit die Entfernung von S beim Senden berechnen. 

Somit können also die Gesamtzeiten für die Ankunft der Signale für einen beliebig bewegten 

Beobachter ermittelt werden. 

In Abb. B.1 ist der Programmablaufplan zur numerischen Berechnung von 𝑣𝑁 , 𝑡𝑁, 𝑡𝑇 und 

𝑥𝑁 gemäß der genannten Gleichungen dargestellt. (Es werden durchgehend die Werte für 

𝑡𝐾 und 𝑥𝐾 berechnet; da nur die letzten Ergebnisse betrachtet werden entsprechen diese 

𝑡𝑁 und 𝑥𝑁). Zusätzlich wurde auch die für einen relativ hierzu bewegten Beobachter fest-

stellbare Beschleunigung 𝑎𝑁 ermittelt, der von der subjektiv im bewegten System S mess-

baren Beschleunigung 𝑎𝑆 abweicht. Wie bereits in Kap. 6.4.1 dargestellt wurde, muss die 

subjektiv eingestellte Beschleunigung und die von einem dazu mit der Geschwindigkeit 𝑣 

bewegten externen Beobachter um den Faktor 𝛾3(𝑣) abweichen. Um diesen theoretisch zu 

erwartenden Effekt zu verifizieren, wurde daher der Wert 𝛾3𝑎𝑁 ebenfalls aus den Daten 

berechnet. Es zeigt sich eine sehr genaue Übereinstimmung zwischen 𝑎𝑆 und 𝛾3𝑎𝑁. 

In Tab. B.1 sind die für die Berechnung mit VBA (Visual Basic) benutzten Formelzeichen 

den im Text verwendeten zugeordnet. Der VBA-Programm-Code ist in Abb. B.1 dargestellt. 

Das Programm wurde so aufgebaut, dass die Ausgangsgeschwindigkeit 𝑣0, sowie die sub-

jektiv gültige Beschleunigung 𝑎𝑆 und Gesamtdauer des Versuchs 𝑡𝑆 vorgegeben werden 

können. Außerdem kann die Anzahl der vorgesehenen Iterationsschritte N frei gewählt 

werden, wodurch eine wichtige Einflussgröße gegeben ist. Mit dem VBA-Programm wur-

den Werte bis zu N = 107 untersucht. Diese Berechnungen sind nur mit solchen Program-

men sinnvoll, da bei einer konventionellen Tabellenkalkulation jeder Iterationsschritt ge-

sonderte Programmfelder erfordert und dies zu enormen Dateigrößen führen würde.  

In Tab. B.2 sind für die Bereiche a) bis c) die Ergebnisse aus Berechnungen mit den Rand-

bedingungen  𝑎𝑆 = 10 m/s2,  𝑡𝑆 = 1000s dargestellt. Als Ausgangsgeschwindigkeit wurden 

Werte von 𝑣0 = 0, 𝑣0 = 369 km/s  und 𝑣0 = 0,5𝑐 eingesetzt. Für alle Ergebnisse wurden 𝛿-

Werte nach dem Schema 

𝛿𝑣𝑇 =
 𝑣𝑇(K)

 𝑣𝑇(K − 1)
− 1                                                         (B. 14) 

ermittelt und gegenübergestellt, wobei K in diesem Fall eine Zehnerpotenz entsprechend 

den Angaben in der Tabelle repräsentiert. 

Die durchgeführten Berechnungen zeigen, dass in einem Bereich von etwa 102 bis 104 

die Unterschiede zwischen den Ergebnissen ein Minimum erreichen. Dies lässt darauf 

schließen, dass diese Zonen den größten Vertrauensbereich aufweisen. Dieser ist primär 

abhängig vom gewählten Berechnungssystem; als Verfahren wurde hier Microsoft Excel© 

genutzt, dass eine Genauigkeit von 15 Stellen aufweist. Bei Rechnersystemen mit höherer 

Genauigkeit sind hier andere Ergebnisse zu erwarten. Die Gesamtqualität der Berechnun-

gen lässt sich jedoch erst im Vergleich zwischen analytischem und numerischem Verfahren 

überprüfen, der im Anschluss vorgenommen wird. 
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Abb. B.1:  Programmablaufplan des Kalkulationsprozesses 

Wert VBA-Code Wert VBA-Code Wert VBA-Code 

𝑣0 v0 𝑎𝑆 a0 𝑡𝑆 tS 

𝛥𝑡𝑆 dtS 𝑡𝐾 tK 𝑡𝐾−1 tKm1 

𝑥𝐾 xK 𝑣𝐾 vK 𝑣𝐾−1 vKm1 

𝛾𝐾 GaK 𝛾𝐾−1 GaKm1 𝑡𝐾,𝑅 tKR 

𝑡𝑇 tT 𝑎𝐾 aK  𝛾3𝑎𝐾 aKGa3 

Tab. B.1:  Formelzeichen und dafür genutzte VBA-Codes 
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Sub B() 

Dim c, v0, a0, aK, tS, dtS, tK, tKm1, xK, vK, vKm1, GaK, GaKm1 As Double 

Dim aKGa3, tKR, tT, vT, K, N As Double 

'Eingaben 

    v0 = 299792.458 / 2 'Ausgangsgeschwindigkeit in km/s 

    a0 = 10             'Beschleunigung in m/s² 

    N = 1000            'Anzahl Iterationsschritte 

    tS = 1000           'Zeit bis zum Abstrahlen eines Signals in s 

'Start Berechnung 

    c = 299792.458       'Lichtgeschwindigkeit in km/s 

    a0 = a0 / 1000       'Beschleunigung in km/s² 

    dtS = tS / N 

    tK = 0 

    xK = 0 

    vK = v0 

    For K = 1 To N 

        vKm1 = vK 

        tKm1 = tK 

        GaKm1 = 1 / (1 - (vKm1 / c) ^ 2) ^ 0.5 

        vK = (vK + a0 * dtS) / (1 + vK * a0 * dtS / c ^ 2) 

        GaK = 1 / (1 - (vK / c) ^ 2) ^ 0.5 

        tK = tK + (GaKm1 + GaK) / 2 * dtS 

        xK = xK + (vK + vKm1) / 2 * (tK - tKm1) 

            If a0 > 0 Then 

            tKR = (xK - tK * v0) / c / (1 + v0 / c) 

            Else 

            tKR = Abs((xK - tK * v0) / c / (1 - v0 / c)) 

            End If 

        tT = (tK + tKR) * (1 - (v0 / c) ^ 2) ^ 0.5 

    aK = (vK - vKm1) / (GaK * dtS) * 1000 

    aKGa3 = aK * GaK ^ 3 

    vT = vK - v0 

    Next K 

'Ergebnis für einen Beobachter mit Geschwindigkeit v0 zum Beginn des Versuchs 

    Debug.Print "vT", "vK", "tN", "xN", "aN", "aNGa3" 

    Debug.Print vT, vK, tT, xK, aK, aKGa3 

End Sub 

Abb. B.2:  VBA Programm-Code für den Kalkulationsprozess B aus Abb. B1 

Grundsätzlich lässt sich feststellen, dass alle 𝛿-Werte bei 𝑣0 = 0 sehr gering sind und 

dann bei höheren Werten leicht ansteigen. Insbesondere die Werte für 𝑡𝑇 , die sich für eine 

experimentelle Überprüfung gut eignen würden, unterscheiden sich innerhalb eines Berei-

ches mit konstanter Beschleunigung 𝑎𝑆 kaum zwischen den einzelnen Werten von 𝑣0. Auch 

zwischen den unterschiedlichen Beschleunigungswerten sind die Unterschiede so gering, 

dass nicht von einem systematischen Einfluss auszugehen ist, sondern die Effekte auf Ein-

flüsse der numerischen Berechnung zurückzuführen sind. 

Die Abweichungen zwischen den Ergebnissen für die gewählten Iterationsschritte zwi-

schen 1 und 107 zeigen, dass keine systematischen Abweichungen vorliegen. Im Bereich 

von 103 weisen die Ergebnisse eine hohe Stabilität und die geringsten Unterschiede auf; für 

vergleichende Betrachtungen eignen sie sich daher besonders. 

Der zusätzliche Wert von 𝑣0 = 369 km/s wurde deshalb gewählt, weil er der Geschwin-

digkeit der Sonne gegenüber der kosmischen Hintergrundstrahlung entspricht und des-

halb, falls sich bei den Berechnungen ein Effekt zeigen würde, Basis für weitere Betrachtun-

gen sein könnte (vgl. auch Kap. 1.7). 
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Es ist aber festzustellen, dass bei keiner dieser Auswertungen ein nennenswerter Unter-

schied erkennbar wird und somit die subjektiv ermittelten Beobachtungen zwischen sich 

unterschiedlich bewegenden Beobachtern übereinstimmen. Dies gilt auch für die hohe Ge-

schwindigkeit von 𝑣0 = 0,5𝑐. 

Ergänzend ist noch zu erwähnen, dass die hier verwendeten Werte von 𝑡𝑁, 𝑥𝑁 etc. aus-

schließlich wegen der numerischen Rechenmethode so benannt wurden und den analytisch 

bestimmten Angaben für 𝑡𝐴 bzw. 𝑥𝐴 entsprechen. Auch diese Werte beziehen sich demnach 

auf die Messergebnisse des zum Beginn eines Versuchs mit gleicher Geschwindigkeit wie S 

bewegten Beobachters A. 

 

 

a)  𝑣0 = 0,  𝑎𝑆 = 10m/s²,  𝑡𝑆 = 1000s 

 

 

b)  𝑣0 = 369 km/s,  𝑎𝑆 = 10m/s²,  𝑡𝑆 = 1000s 
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c)  𝑣0 = 0,5𝑐,  𝑎𝑆 = 10m/s²,  𝑡𝑆 = 1000s 

Tab. B.2: Werte für 𝑣𝑇, 𝑡𝐴 (bzw. 𝑡𝑁), 𝑡𝑇, 𝑥𝑁 und 𝛾3𝑎𝑁 aus Berechnungen des Programms 

  B dargestellt in Abb. B.2 in Abhängigkeit von der Anzahl an Iterationsschritten N. 

  Angaben für 𝑣𝑇 in km/s, 𝑡𝐴 bzw. 𝑡𝑇 in s, 𝑥𝑁 in km und 𝑎𝑁 in m/s2. 

 

B.3  Verbesserung der Genauigkeit durch Nutzung einer Taylorentwicklung 

Wenn die dargestellten analytischen Berechnungen für sehr kleine Werte für Zeit bzw. Ge-

schwindigkeit vorgenommen werden sollen, ergeben sich in Abhängigkeit von der Berech-

nungsgenauigkeit größere Differenzen. Dies betrifft insbesondere die Gl. (6.74) für die zu-

rückgelegte Entfernung 

𝑥𝐴 =
𝑐2

𝑎𝑆
 {(1 −

𝑣𝐴
2

𝑐2
)

−1
2⁄

− 1} =
𝑐2

𝑎𝑆
 (𝛾 − 1)                                     (6.74) 

Bei kleinen Werten für 𝑣𝐴 entsteht der Effekt, dass der Wert für 𝛾 nur geringfügig von 1 

abweicht und wegen der Differenzbildung zu 1 ungenau wird. Im vorliegenden Fall wurde 

das Programm Microsoft Excel© mit einer Genauigkeit von 15 Stellen genutzt, und so 

kommt es bei Werten für 𝑣𝐴 unterhalb von ca. 400 km/s zu Abweichungen, die bei kleinen 

Werten sehr hoch werden können. In diesem Fall ist es empfehlenswert, statt der Gl. (6.74) 

eine Taylorentwicklung für 𝛾 zu benutzen, die als ersten Wert die „1“ enthält. Diese lautet: 

𝛾 = (1 −
𝑣𝐴

2

𝑐2
)

−1
2⁄

= 1 +
1

2

𝑣𝐴
2

𝑐2
+

3

8

𝑣𝐴
4

𝑐4
+

15

48

𝑣𝐴
6

𝑐6
+ + ⋯                                 (B. 15) 

1.        2.          3.          4.           Taylor − Glied                          

In der folgenden Tabelle B.3 wird dargestellt, wie sich Unterschiede für verschiedene Ver-

suchszeiten 𝑡𝑆 bzw. Geschwindigkeiten von 𝑣𝐴 auswirken. 
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Tab. B.3: Werte für 𝑣𝐴, 𝑡𝐴 und 𝑥𝐴 in Abhängigkeit von 𝑡𝑆 nach verschiedenen Verfahren 

  𝑥𝐴(1): Gl. (6.74) 

  𝑥𝐴(2): Gl. (B.15) Taylorglieder 1−3 

  𝑥𝐴(3): Gl. (B.15) Taylorglieder 1−4 

  Optimale Werte für 𝑥𝐴 grün gekennzeichnet. Ergebnisse in km und s. 

Für 𝑡𝑆-Werte bis 20.000s hat demnach die Berechnung gemäß 𝑥𝐴(3) unter Nutzung der ers-

ten 4 Taylorglieder die höchste Genauigkeit, bis 1.000s ist auch 𝑥𝐴(2) ausreichend genau. 

Bei Werten ab ca. 40.000s ist die Gl. (6.74) vorzuziehen (oder es müssten noch weitere Tay-

lorglieder hinzugefügt werden). 

B.4  Ergebnisvergleich der unterschiedlichen Verfahren 

Abschließend sollen die aus den verschiedenen Verfahren berechneten Ergebnisse vergli-

chen werden. Neben den hier dargestellten numerischen und analytischen Verfahren wur-

den zusätzlich die numerisch gewonnene Ergebnisse aus Anlage C auf Basis der relativisti-

schen Raketengleichung hinzugefügt. Während bei den ersten beiden Berechnungen eine 

konstante Beschleunigung zur Voraussetzung gemacht ist, ergibt sich diese Situation bei 

der relativistischen Raketengleichung für den Sonderfall, dass der Ausstoß der Stützmasse 

im Verhältnis zur verbleibenden Raketenmasse konstant gehalten wird. 

In der Tab. B.4 sind die nach den unterschiedlichen Verfahren ermittelten Werte für 𝑣𝑇 =

𝑣𝑁 − 𝑣0, 𝑡𝐴, 𝑡𝑇 und 𝑥𝑁 für die Ausgangsgeschwindigkeiten 𝑣0 = 0 sowie 369 km/s und 0,5c 

dargestellt. Die unter A aufgeführten Werte wurden analytisch unter Nutzung der Gleichun-

gen Gl. (6.60) bis (6.74) sowie (B. 15) berechnet, B sind die numerischen Werte entspre-

chend Anlage B und C stammen aus Anlage C, Typ „B1“. Der Vergleich zeigt, dass die Endge-

schwindigkeiten 𝑣𝑇  für A und B sehr gut übereinstimmen, diese aber für die Variante C, 

insbesondere bei höheren Ausgangswerten, etwas abweicht. Bei A ergeben sich darüber 

hinaus im Bereich kleiner Geschwindigkeiten etwas höhere Werte für 𝑥𝑁 . Generell lässt sich 

aber sagen, dass die Übereinstimmung der Ergebnisse trotz der völlig verschiedenen An-

sätze gut ist. 

Des Weiteren wurden noch die Werte für 𝛾3𝑎𝑁 beigefügt. Es zeigt sich in allen Fällen, 

dass sie sehr genau den subjektiv im beschleunigten Beobachter gelten Wert von 𝑎𝑆 ent-

sprechen. 
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Tab. B.4: Berechnete Werte für 𝑣𝑇, 𝑡𝐴, 𝑡𝑇, 𝑥𝑁 und 𝛾3𝑎𝑁 nach verschiedenen Verfahren  

  A: Analytisch gemäß Kalkulation Gl. (6.60) bis (6.74) 

  B: Numerisch nach VBA-Code gemäß Abb. B.2 

  C: Numerisch nach VBA-Code gemäß Abb. C.2, Typ „B1“ 

  𝑎𝑆 = 10m/s2. 𝛥𝑡𝑆 = 1.000s. Ergebnisse in km und s. 

  a) 𝑣0 = 0, Werte für 𝑥𝐴 berechnet aus Gl. (B. 15), 𝑥𝐴(3) und 𝑥𝐴(2) 

  b) 𝑣0 = 369 km/s, Werte für 𝑥𝐴 berechnet aus Gl. (B. 15), 𝑥𝐴(3) 

  c) 𝑣0 = 0,5𝑐, Werte für 𝑥𝐴 berechnet aus Gl. (6.74) 

 

  


