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Anlage C:  Relativistische Raketengleichung 

C.1  Ableitung der für die Berechnung relevanten Gleichungen 

Zur numerischen Berechnung werden die in Kap. 6.4.2 abgeleiteten Beziehungen 

𝑝𝐾 +  𝑝𝐾
′ = (𝑚𝐾−1−𝛥𝑚𝐾−1)𝑣𝐾𝛾𝑘 + 𝛥𝑚𝐾−1𝑣𝐾

′ 𝛾𝐾
′ = 𝑚𝐾−1𝑣𝐾−1𝛾𝐾−1                  (6.84) 

und 

𝑣𝐾
′ =

𝑣𝐾 + 𝑣0
′

1 +
𝑣𝐾𝑣0

′

𝑐2

                                                               (6.85) 

benutzt. Zur Bestimmung von 𝑣𝐾  wird, wie bereits in anderen Kapiteln dargestellt, das Ver-

fahren der Bisektion gewählt (siehe auch den Vergleich verschiedener numerischer Berech-

nungsverfahren in Anlage D). Grundlage ist die Impuls-Berechnung des Gesamtsystems, be-

stehend aus dem Impuls der Rakete 𝑝𝐾 sowie dem des in Gegenrichtung austretenden Gases 

𝑝𝐾
′  mit der Masse 𝛥𝑚𝐾−1, und die Ermittlung der hierzu korrespondierenden Geschwindig-

keit 𝑣𝐾  der Rakete. Aufgrund des Impulserhaltungssatzes muss der Gesamtwert vor und 

nach der Geschwindigkeitserhöhung durch den Masseausstoß konstant sein. 

Zunächst werden geeignete Startwerte für (𝑣+)0 und (𝑣−)0 festgelegt; sinnvollerweise 

sollten diese weit auseinander liegen da sichergestellt sein muss, dass das Endergebnis 𝑣𝐾  

innerhalb dieser Grenzwerte liegt. Daraufhin wird ein neuer Index L definiert. Es wird nun 

der Mittelwert 

(𝑣𝐾)𝐿=1 =
(𝑣+)0 + (𝑣−)0

2
                                                      (C. 01) 

gebildet und für die hier berechnete Geschwindigkeit der Impuls gemäß Gl. (6.84) ermittelt.  

Es gelten dann die folgenden Festlegungen: 

(𝑝𝐾 +  𝑝𝐾
′ )𝐿=1 > 𝑚𝐾−1𝑣𝐾−1𝛾𝐾−1   ⇒ 

 

(𝑣+)1 = (𝑣)1     
(C. 02) 

(𝑣−)1 = (𝑣−)0 

(𝑝𝐾 +  𝑝𝐾
′ )𝐿=1 ≤ 𝑚𝐾−1𝑣𝐾−1𝛾𝐾−1   ⇒ 

 

(𝑣+)1 = (𝑣+)0 
(C. 03) 

(𝑣−)1 = (𝑣)1     

Diese Berechnung wird mit steigendem Index L so lange wiederholt, bis die Ergebnisse 

für 𝑣+ und 𝑣− gleich sind. Damit ist die Geschwindigkeit der Rakete, deren Masse nun um 

𝛥𝑚𝐾−1 reduziert ist, für diesen Teilschritt bestimmt. Anschließend erfolgt der nächste 

Schritt für 𝐾 = 2  usw. 

Die Zeit, die subjektiv innerhalb der Rakete zwischen dem Abstrahlen von 2 Signalen 

verstreicht ist definitionsgemäß 𝛥𝑡0 also gilt für den externen Beobachter 
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𝛥𝑡𝐾 = 𝛥𝑡0𝛾𝐾                                                               (C. 04) 

und der dabei zurückgelegte Weg ist 

𝛥𝑥𝐾 = 𝛥𝑡𝐾𝑣𝐾                                                               (C. 05) 

Nach Aufsummierung der insgesamt N Einzelwerte folgt dann 

𝑡𝑁 = ∑ 𝛥𝑡0𝛾𝐾

𝑁

𝐾=1

                                                           (C. 06) 

𝑥𝑁 = ∑ 𝛥𝑡0𝑣𝐾

𝑁

𝐾=1

                                                          (C. 07) 

Zu einem beliebigen Zeitpunkt 𝑡𝐾 wird vom beschleunigten System S ein Signal an die 

Beobachter A und B zurückgeschickt. A hat sich zu Versuchsbeginn mit gleicher Geschwin-

digkeit wie die Rakete bewegt und setzt seinen Weg ohne Beschleunigung fort, während B 

bezüglich A eine Geschwindigkeit 𝑣0 misst. Da A sich aus Sicht von B während der Signal-

ausbreitung bei Werten von 𝑣0 ≠ 0 entweder von S entfernt oder darauf zubewegt und die 

Werte für Beschleunigung 𝑎𝐾 und Geschwindigkeit 𝑣0 jeweils positiv oder negativ sein kön-

nen, müssen für die Durchführung der Berechnungen unterschiedliche Regelungen getrof-

fen werden. Dies wurde bereits in Kap. 6.4.1 mit den Gleichungen Gl. (6.60) bis (6.74) in 

ähnlicher Form durchgeführt, allerdings wurde dort die Beschleunigung der Rakete über 

den gesamten Versuchsablauf konstant gehalten. Im Unterschied dazu stellt hier die Aus-

trittsrichtung des Antriebsgases 𝑣′ die Differenzierungsgröße dar. Ist 𝑣′ > 0 dann ist die 

Beschleunigung negativ, bei 𝑣′ < 0 ist sie positiv. Die in Kap. 6.4.1 verwendeten Gleichun-

gen müssen daher bezüglich der Randbedingungen modifiziert werden und lauten hier 

    𝑣′ < 0   (𝑎𝑆 > 0):                          𝑡𝐾,𝑅 =
𝑥𝐾 − 𝑣0𝑡𝐾

𝑐 (1 +
𝑣0

𝑐 )
                                                         (C. 08) 

    𝑣′ > 0   (𝑎𝑆 < 0):                        𝑡𝐾,𝑅 =
|𝑥𝐾 − 𝑣0𝑡𝐾|

𝑐 (1 −
𝑣0

𝑐 )
                                                        (C. 09) 

Damit gilt für den Grenzfall 

    𝑣0 = 0:                                             𝑡𝐾,𝑅 =
|𝑥𝐾|

𝑐
                                                                    (C. 10) 

Allgemein folgt 

                                    𝑡𝑇(𝐾) =
𝑡𝐾 + 𝑡𝐾,𝑅

𝛾(𝑣0)
                                                           (C. 11) 

Für die ermittelte Endgeschwindigkeit 𝑣𝑁 wird darüber hinaus zur besseren Vergleichbar-

keit der Berechnungen für unterschiedliche Systemgeschwindigkeiten 𝑣0 festgelegt 

                                  𝑣𝑇 = 𝑣𝑁 − 𝑣0                                                                 (C. 12) 
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C.2  Spezifische Festlegungen für die Berechnungen 

Bei der Festlegung der Randbedingungen für die Berechnung ist das Verhältnis von aus-

strömender Masse pro Zeitintervall relevant. Um die Darstellung zu vereinfachen, wird hier 

die Ausgangsmasse der Rakete auf 1 normiert und das Standard-Zeitintervall, gültig sub-

jektiv in der Rakete, auf 𝛥𝑡0 = 1s festgelegt. Daraus folgt z. B. für den Fall, wenn als Stütz-

masse  0,5% der Raketenmasse pro Sekunde ausströmt, dass nach dem Verbrauch von 50% 

der Masse insgesamt 100 Iterationsschritte durchgeführt worden sind. Dieser Fall wird für 

die durchgeführten Berechnungen in der Form 

𝛥𝑚0 = 𝛥𝑡0 · 0,5%                   N/𝛥𝑡0 = 100                              (C. 13) 

angegeben. Wird dann z. B. die Anzahl der Iterationsschritte um den Faktor 10 erhöht, so 

reduzieren sich für die nachfolgenden Berechnungen das Zeitintervall und die ausströ-

mende Stützmasse um den gleichen Faktor. 

Die Startwerte der Geschwindigkeiten (𝑣+)𝐿=0 und (𝑣−)𝐿=0 für die Bisektion sollen weit 

auseinander liegen, der Mittelwert muss aber ungleich Null sein, da es sonst zu Störungen 

bei der Berechnung kommt; es wurden (𝑣+)𝐿=0 = 0,9𝑐 und (𝑣−)𝐿=0 = −0,8𝑐 gewählt. 

C.3  Flussdiagramm und VBA Programm-Code des ablaufenden Prozesses 

In einem Flussdiagramm (Abb. C.1) wird gezeigt, wie das ablaufende Programm gestaltet 

ist. Es handelt sich um einen Prozess mit zwei ineinander geschachtelten Iterationsschlei-

fen; die laufenden Indizes wurden mit 𝐾 und 𝐿 bezeichnet. Die Darstellung des VBA Pro-

gramm-Codes (Abb. C.2) folgt der Darstellung im Flussdiagramm. Die für die Formelzeichen 

verwendeten VBA-Codes sind nachfolgender Auslistung zu entnehmen. 

Wert VBA-Code Wert VBA-Code Wert VBA-Code 

𝑣0 v0 𝑣0
′ v0g 𝛥𝑡0 dt0 

(𝑣+)𝐿 vmax (𝑣−)𝐿 vmin (𝑣+)𝐿=0 vmax0 

(𝑣−)𝐿=0 vmin0 𝑡𝐾 tK 𝑡𝐾−1 tKm1 

𝑡𝑇 tT 𝑥𝐾 xK 𝑡𝐾,𝑅 tKR 

(𝑣𝐾)𝐿 vL 𝑣𝐾−1 vKm1 𝑣𝐾 vK 

𝑚𝐾 mK 𝛥𝑚0 dm0 𝛥𝑚𝐾 dmK 

𝑝𝐾−1 pKm1 (𝑝𝐾 + 𝑝𝐾
′ )𝐿 pL 𝑣𝐾

′  vKg 

(𝑣𝐾)𝐿−1 vLm1 (𝑣𝐾
′ )𝐿 vLg 𝑣𝑇 vT 

𝑎𝐾 aK 𝛾3 Ga3 𝛾3𝑎𝐾 aKGa3 

Tab. C.1:  Formelzeichen und dafür genutzte VBA-Codes 
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Abb. C.1: Programmablaufplan des Kalkulationsprozesses 
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Sub C() 

Dim v0, v0g, tS, dtS, dm0, mF, vmax0, vmin0, vmax, vmin, mK, tK As Double 

Dim tKm1, tKR, tT, xK, vK, vKm1, dmK, pKm1, pL, vL, vLm1 As Double 

Dim N, K, L, vKg, vT, vLg, c, aK, Ga3, aKGa3 As Double 

Dim F, A1, A2, B1, B2 As String 

'Generelle Eingaben 

    F = "B1"            'A1, A2, B1 oder B2 definieren: 

                        'A: Lineare Massenabnahme, B: Prop. Massenabnahme 

                        '1: Def. Anzahl Iterationsschritte, 2: Def. Endmasse 

    v0 = 0              'Ausgangsgeschwindigkeit in km/s 

    v0g = -4            'Austrittsgeschwindigkeit Gas in km/s 

    dm0 = 0.25 / 100    'Ausgangswert Massenverlust in %/s 

'Spezifische Angaben Def. 1 

    tS = 400            'Zeit bis zum Abstrahlen eines Signals 

    N = 1000            'Anzahl Iterationsschritte 

'Spezifische Angaben Def. 2 

    dtS = 1             'Iterationszeit in s 

    mF = 10 / 100       'Masse zum Versuchsende in % 

'Start Berechnung 

    If F = "A1" Or F = "A2" Or F = "B1" Or F = "B2" Then 

        GoTo Calc: 

        Else 

        Debug.Print "Eingabefehler: A1, A2, B1 oder B2 wählen" 

        GoTo Out1: 

        End If 

Calc: 

    If F = "A1" Or F = "B1" Then 

        dtS = tS / N 

        End If 

    mK = 1               'Ausgangswert Masse 

    vmax0 = 0.9          'Ausgangswert max. für Berechnung (im Verh. zu c) 

    vmin0 = -0.8         'Ausgangswert min. für Berechnung (im Verh. zu c) 

    c = 299792.458       'Lichtgeschwindigkeit in km/s 

    tK = 0 

    xK = 0 

    vK = v0 / c 

    v0g = v0g / c 

Mainloop: 

        K = K + 1 

        If F = "A1" Or F = "A2" Then 

            dmK = dm0 * dtS 

            Else 

            dmK = dm0 * dtS * mK 

            End If 

        pKm1 = mK * vK / (1 - vK ^ 2) ^ 0.5     'Impuls Rakete für K - 1 

        mK = mK - dmK                           'Rest Raketenmasse für K 

        If mK <= 0 Then 

            K = K - 1 

            mK = mK + dmK 

            Debug.Print "Raketenmasse verbraucht" 

            GoTo Out2: 

            End If 

        vmax = vmax0 

        vmin = vmin0                            'Soll: vmin0 ungleich -vmax0 

        L = 0 

Do 

        L = L + 1 

        vLm1 = vL 

        vL = (vmax + vmin) / 2 

        vLg = (vL + v0g) / (1 + vL * v0g) 

        pL = mK * vL / (1 - vL ^ 2) ^ 0.5 + dmK * vLg / (1 - vLg ^ 2) ^ 0.5 

         



Anlage C:  Relativistische Raketengleichung 

233 

If pL > pKm1 Then 

            vmax = vL 

            Else: vmin = vL 

            End If 

Loop Until vLm1 = vL 

    vKm1 = vK 

    vK = vL 

    vKg = vLg 

    tKm1 = tK 

    tK = tK + dtS * (1 / (1 - vK ^ 2) ^ 0.5 + 1 / (1 - vKm1 ^ 2) ^ 0.5) / 2 

    xK = xK + (vK + vKm1) / 2 * (tK - tKm1) * c 

    aK = (vK - vKm1) / (dtS / (1 - ((vK + vKm1) / 2) ^ 2) ^ 0.5) * c * 1000  

    Ga3 = (1 / (1 - ((vK + vKm1) / 2) ^ 2)) ^ 1.5 

    If v0g > 0 Then 

            tKR = Abs(xK - v0 * tK) / c / (1 - v0 / c) 

            Else: tKR = (xK - v0 * tK) / c / (1 + v0 / c) 

            End If 

        tT = (tK + tKR) * (1 - (v0 / c) ^ 2) ^ 0.5 

        vT = (vK * c - v0) 

        aKGa3 = aK * Ga3 

    If F = "A1" Or F = "B1" Then 

        If K < N Then 

            GoTo Mainloop: 

            End If 

        End If 

    If F = "A2" Or F = "B2" Then 

        If mK > mF Then 

            GoTo Mainloop: 

            End If 

        End If 

Out2: 

'Ergebnisdarstellung: Berechnete Werte aus Sicht eines ruhenden Beobachters 

Debug.Print "vT =", vT 'Geschwindigkeit beim Abstrahlen des Signals in km/s 

Debug.Print "tN =", tK 'Gesamtzeit bis zum Abstrahlen des Signals in s 

Debug.Print "tT =", tT 'Gesamtzeit bis zum Empfang des Signals in s 

Debug.Print "mN =", mK 'Raketenmasse beim Abstrahlen im Verhältnis zu 1 

Debug.Print "xN =", xK 'Zurückgelegter Weg beim Abstrahlen des Signals in km 

Debug.Print "aN =", aK 'Beschleunigung in m/s² 

Debug.Print "aNGa3 =", aKGa3     'Beschleunigung * Gamma ^ 3 in m/s² 

Out1: 

End Sub 

    

Abb. C2:  VBA Programm-Code für Kalkulationsprozess C aus Abb. C1 

In den nachfolgenden Tabellen Tab. C.2, Tab. C.3 und Tab. C.4 sind ergänzende Berechnun-

gen entsprechend Tab. 6.4 aus Kap. 6.4.2 dargestellt. Statt der Nutzung des Programms „A1“ 

hätte auch die Variante „A2“ gewählt werden können. Dabei wird dann der gewünschte 

Endwert der Raketenmasse und die Iterationszeit vorgegeben; die Anzahl der Iterations-

schritte ergibt sich aus der Berechnung. Beispiel aus Tab C2: Parameter „A1“ 𝑡𝑆 = 100𝑠,

𝑁 = 1000 entsprechen „A2“ 𝑚𝐹 = 50% und 𝛥𝑡𝑆 = 0,1𝑠. Der berechnete Wert für K ist dann 

𝑁 = 1001. Die Ergebnisse sind sehr ähnlich, aber nicht völlig identisch. Da in diesem Fall 

der Einfluss der Anzahl der Iterationsschritte im Vordergrund stand wurde „A1“ gewählt. 

Für Vergleichsbetrachtungen sind insbesondere die Werte von 𝑡𝑇  interessant, da sie we-

gen der einfachen Nutzung von Präzisionsuhren einer experimentellen Prüfung zugänglich 

währen. Die hier gewonnenen Ergebnisse von 𝑡𝑇wurden in Tab. 6.6 und 6.7 sowie Abb. 6.4 

gesondert dargestellt, zeigen aber keine systematischen Unterschiede, so dass auch hier das 

Relativitätsprinzip gewahrt ist. 
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Tab: C.2:  Berechnung der relativistischen Raketengeschwindigkeit gemäß Programm 

Typ: A1,  𝑣0
′ = − 4 km/s,   𝛥𝑚0 = 0,5%,  𝑡0 = 100s  

a) 𝑣0 = 0,   b) 𝑣0 = 369 km/s,   c) 𝑣0 = 2.000 km/s,  d) 𝑣0 = 10.000 km/s   
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Tab. C.3:  Berechnung der relativistischen Raketengeschwindigkeit gemäß Programm 

Typ: A1,  𝑣0
′ = − 4 km/s,   𝛥𝑚0 = 0,09%,  𝑡0 = 1.000s  

a) 𝑣0 = 0,   b) 𝑣0 = 369 km/s,   c) 𝑣0 = 2.000 km/s,  d) 𝑣0 = 10.000 km/s   
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Tab. C.4:  Berechnung der relativistischen Raketengeschwindigkeit gemäß Programm 

Typ: A1,  𝑣0
′ = − 100 km/s,   𝛥𝑚0 = 0,009%,  𝑡0 = 10.000s  

a) 𝑣0 = 0,   b) 𝑣0 = 369 km/s,   c) 𝑣0 = 2.000 km/s,  d) 𝑣0 = 10.000 km/s   
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C.4  Relativistische Raketengleichung nach J. Akeret 

Von J. Akeret gibt es bereits seit dem Jahre 1946 eine analytische Lösung für die relativisti-

sche Raketengleichung [90]. Hierzu ist nicht nur der Impulssatz und die relativistische Ge-

schwindigkeitsaddition erforderlich (wie bei der bisher dargestellten numerischen Ablei-

tung) sondern es wird zusätzlich der Energieerhaltungssatz verwendet.  

Für die Aufstellung der Gleichungen werden Formelzeichen verwendet, die vom Origi-

naltext abweichen aber konsistent mit den bisher in diesem Text genutzten Darstellungen 

sind. Funktionen bezogen auf das austretende Gas sind mit 𝑓′ gekennzeichnet; Beziehun-

gen, die auf die bewegte Rakete verweisen, werden dagegen ohne diese Kennzeichnung dar-

gestellt. Die aktuelle Masse der Rakete ist 𝑚, und 𝑑𝑚′ ist der Anteil des austretenden Gases. 

Daraus ergeben sich die im Folgenden dargestellten Gleichungen. 

a) Der Energiesatz liefert: 
  

𝑑 {
𝑚𝑐2

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} = −

𝑑𝑚′ · 𝑐2

√1 − 𝑣′2 𝑐2⁄
                                (C. 21) 

b) der Impulssatz: 

𝑑 {
𝑚𝑣

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} =

𝑑𝑚′ · 𝑣′

√1 − 𝑣′2 𝑐2⁄
                                (C. 22) 

 

c) das relativistische Additionstheorem: 
 

𝑣′ =
𝑣0

′ − 𝑣

1 −
𝑣 · 𝑣0

′

𝑐2

                                                 (C. 23) 

wobei 𝑣0
′  die Bedeutung der (konstanten) Austrittsgeschwindigkeit des Gases relativ zur 

Rakete hat. Die Gleichungen (C. 21) und (C. 22) lassen sich weiterentwickeln zu 

𝑑𝑚
𝑐2

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
+ 𝑚𝑐2 · 𝑑 {

1

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} = −𝑑𝑚′

𝑐2

√1 − 𝑣′2 𝑐2⁄
                  (C. 24) 

 

𝑑𝑚
𝑣

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
+ 𝑚

𝑑𝑣

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
+ 𝑚𝑣 · 𝑑 {

1

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} = 𝑑𝑚′

𝑣′

√1 − 𝑣′2 𝑐2⁄
    (C. 25) 

 

Zur Lösung müssen die Werte von 𝑣′ und 𝑑𝑚′ eliminiert werden. Dazu wird zuerst in Glei-

chung Gl. (C. 24) im Term auf der rechten Seite für 𝑣′ der Wert aus Gl. (C. 23) eingesetzt 

𝑐2

√1 −
𝑣′2

𝑐2

=
𝑐2

√
1 −

(
𝑣0

′ − 𝑣
1 − 𝑣 · 𝑣0

′ 𝑐2⁄
)

2

𝑐2

 

     =
𝑐2 − 𝑣0

′ 𝑣

√1 −
𝑣2

𝑐2 −
𝑣0

′2

𝑐2 +
𝑣2𝑣0

′2

𝑐4

=
𝑐2 − 𝑣0

′ 𝑣

√1 −
𝑣2

𝑐2
√1 −

𝑣0
′2

𝑐2

                          (C. 26) 



Anlage C:  Relativistische Raketengleichung 

238 

In gleicher Weise folgt 

𝑣′

√1 −
𝑣′2

𝑐2

=
𝑣0

′ − 𝑣

√1 −
𝑣2

𝑐2
√1 −

𝑣0
′2

𝑐2

                                            (C. 27) 

Die Gleichungen  (C. 26) und  (C. 27) werden in Gl. (C. 24) und Gl. (C. 25) eingesetzt, diese 

jeweils nach 𝑑𝑚′ aufgelöst und gleichgesetzt. Es entsteht: 

𝑚 {
𝑐2 − 𝑣𝑣0

′

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} 𝑑𝑣 + 𝑚𝑣0

′ (𝑐2 − 𝑣2) · 𝑑 {
1

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} + 𝑑𝑚

𝑣0
′ (𝑐2 − 𝑣2)

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
= 0     (C. 28) 

Die beiden Differentiale mit der Abhängigkeit von 𝑣 werden vereinheitlicht und unter Ver-

wendung der Kettenregel folgt 

𝑑 {
1

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
} =

𝑣

𝑐2 {1 −
𝑣2

𝑐2}

3
2⁄

 𝑑𝑣                                    (C. 29) 

Nach dem Einsetzen in Gl. (C. 28) und Separierung der Terme für Masse und Geschwindig-

keit folgt das Endergebnis 

𝑑𝑚

𝑚
= − 

𝑑𝑣

𝑣0
′ (1 − 𝑣2 𝑐2⁄ )

                                                 (C. 30) 

Die Integration ergibt 

𝑙𝑛 {𝑚} = − 
𝑐

2𝑣0
′  𝑙𝑛 { 

𝑐 + 𝑣

𝑐 − 𝑣
 } + 𝐶                                             (C. 31) 

Mit dem Anfangswert 𝑚0 und dem Endwert 𝑚 entsteht die Relativistische Raketengleichung 

nach J. Akeret 

𝑚

𝑚0
=  {

1 −
𝑣
𝑐

1 +
𝑣
𝑐

}

𝑐 2𝑣0
′⁄

                                                  (C. 32) 

oder 

𝑣

𝑐
=  

1 − (
𝑚
𝑚0

)
2𝑣0

′ 𝑐⁄

1 + (
𝑚
𝑚0

)
2𝑣0

′ 𝑐⁄
                                                   (C. 33) 

In Kap. 6.4.2 werden Berechnungen aus dieser Gleichung mit der klassischen Raketen-

formel nach Ziolkowski und den in dieser Anlage abgeleiteten numerischen Beziehungen 

gegenübergestellt. 

  


