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Anlage D:  Impulsberechnung für relativistischen nicht elastischen Stoß 

Anlage D:  Impulsberechnung fu r relativisti-
schen nicht elastischen Stoß 

Beim vollkommen nicht elastischen d. h. rein plastischen Stoß treffen 2 Massen zentral auf-

einander und sollen sich gemeinsam ohne Rotation weiterbewegen. Es wird hier ein Nähe-

rungsverfahren zur Ermittlung der Endgeschwindigkeit eines Körpers auf Basis des Impul-

serhaltungssatzes entwickelt, bei dem die Beziehung 𝑚3 = 𝑚1 + 𝑚2 vorausgesetzt wird. 

Dieser Ansatz ist nur wichtig für eine theoretische Betrachtung, denn es zeigt sich, dass zu-

sätzlich eine Massenerhöhung 𝛥𝑚3 durch Energieumwandlung zu berücksichtigen ist. Zur 

genauen Darstellung der Zusammenhänge sei auf Kap. 7.1 verwiesen. 

Außerdem erlaubt die vorliegende einfache Beziehung einen genauen Vergleich zwi-

schen den Iterationsverfahren der Rekursion, nach Newton und der Bisektion. Letzteres 

stellt sich dabei als überlegen heraus, weil es als einziges für alle Ausgangswerte Ergebnisse 

liefert und wird daher auch bei den Berechnungen in den Anlagen A – C genutzt. 

Unter den genannten Einschränkungen ergibt sich für den relativistischen Impuls bei 

Nutzung die Beziehung 𝑚3 = 𝑚1 + 𝑚2 aus Gl. (7.01) 

𝑝0 = 𝑚1𝛾1𝑣1 + 𝑚2𝛾2𝑣2 = (𝑚1 + 𝑚2)𝛾3𝑣3                                  (D. 01) 

aus der der Wert 𝑣3 auf numerische Weise ermittelt werden kann. Hierzu werden im Fol-

genden unterschiedliche Verfahren genutzt und die Ergebnisse gegenübergestellt. 

D.1  Rekursionsverfahren 

Das Verfahren mit dem geringsten mathematischen Aufwand ist die einfache Rekursion. 

Die Entwicklungsgleichung kann direkt aus Gl. (D.01) bestimmt werden mit 

(𝑣3)𝑘+1

𝑐
=

𝑝0

𝑐(𝑚1 + 𝑚2)𝛾3𝑘
=

𝑝0

𝑐(𝑚1 + 𝑚2)
√1 − (

(𝑣3)𝑘

𝑐
)

2

                  (D. 02) 

D.2  Verfahren nach Newton 

Bei einer Iteration nach dem Newton-Verfahren ergibt sich allgemein die Folge 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓(𝑥𝑘)

𝑓′(𝑥𝑘)
                                                       (D. 03) 

Wird die Gleichung Gl. (D.01) umgeformt so folgt zunächst 

𝑚1𝛾1𝑣1 + 𝑚2𝛾2𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
− 𝛾3𝑣3 = 0 = 𝑓(𝑣3)                                     (D. 04) 
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und daraus 

𝑓 (
𝑣3

𝑐
) =

𝑝0

𝑐(𝑚1 + 𝑚2)
−

𝑣3

𝑐
(1 −

𝑣3
2

𝑐2
)

−1
2⁄

                                 (D. 05) 

Mit 

𝑥 =
𝑣3

𝑐
                                                                  (D. 06) 

Folgt 

𝑓(𝑥) =
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
− 𝑥(1 − 𝑥2)−1

2⁄                                         (D. 07) 

und 

𝑓′(𝑥) = −(1 − 𝑥2)−3
2⁄                                                     (D. 08) 

Nach Einsetzen in Gl. (D.03) erhält die Iterationsformel somit die Form 
 

(𝑣3)𝑘+1

𝑐
=

(𝑣3)𝑘

𝑐
+

𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
− (𝑣3)𝑘 [1 − (

(𝑣3)𝑘

𝑐
)

2

]

−1
2⁄

𝑐 [1 − (
(𝑣3)𝑘

𝑐
)

2

]

−3
2⁄

                  (D. 09) 

D.3  Bisektion 

Zunächst wird die Ausgangsfunktion aus Gl. (D.01) definiert, und zwar 

𝑓(𝑣3) = 𝛾3𝑣3 =
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
                                              (D. 10) 

wobei die Größe von 𝑝0 durch die gegebenen Ausgangsbedingungen definiert ist. Zur Be-

rechnung werden zunächst geeignete Startwerte (𝑣3+)0 und (𝑣3−)0 bestimmt, für die gilt 

𝑓(𝑣3+)0 >
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
                                                    (D. 11) 

und 

𝑓(𝑣3−)0 <
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
                                                    (D. 12) 

Die Funktion 𝑓(𝑣3) muss im Intervall [(𝑣3−)0; (𝑣3+)0] stetig und differenzierbar sein, au-

ßerdem ist 𝑓′(𝑣3) ≠ 0 gefordert, d. h. es darf im Definitionsintervall keine Minima oder Ma-

xima geben, da sonst keine eindeutige Lösung existiert. Daraufhin wird der Mittelwert ge-

bildet 

(𝑣3)1 =
(𝑣3+)0 + (𝑣3−)0

2
                                                 (D. 13) 

und 𝑓(𝑣3)1 gemäß Gl. (D.10) berechnet. Es gelten dann die folgenden Festlegungen: 

 𝑓(𝑣3)1 >
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
: ⇒ (𝑣3+)1 = (𝑣3)1 𝑢𝑛𝑑 (𝑣3−)1 = (𝑣3−)0               (D. 14) 

 𝑓(𝑣3)1 <
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
: ⇒ (𝑣3+)1 = (𝑣3+)0 𝑢𝑛𝑑 (𝑣3−)1 = (𝑣3)1              (D. 15) 
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Diese Berechnung wird mit steigendem Index von 1 bis 𝑛 so lange wiederholt, bis die 

gewünschte Genauigkeit erreicht wird. Mit jedem Berechnungsschritt wird die Differenz 

zwischen 𝑣3+ und 𝑣3− halbiert. Bei Nutzung eines Standardprogramms zur Tabellenkalku-

lation (z. B. Microsoft Excel©) mit einer Berechnungsgenauigkeit von 15 Stellen sind dem-

gemäß wegen der Abschätzung 

210 = 1024 ≈ 103                                                        (D. 16) 
und damit 

1015 ≈ 250                                                               (D. 17) 

etwa 50 Schritte erforderlich, um die maximal mögliche Genauigkeit zu erreichen; als sicher 

in allen Fällen haben sich 60 erwiesen. Wegen der Randbedingung 𝑣1 = 0 können die Start-

werte einfach festgelegt werden und sind für (𝑣3−)0 = 0 und (𝑣3+)0 = 𝑣2. 

D.4  Auswertung 

Im Folgenden sind die Ergebnisse der dargestellten Verfahren für unterschiedliche Ge-

schwindigkeiten dargestellt. Gemäß den Überlegungen in Kap. 7.1 werden hier nur Fälle 

betrachtet, bei der die Massen gleich sind und eine der Geschwindigkeiten (hier: 𝑣1) gleich 

0 ist. Alle Iterationsbeziehungen führen zu den gleichen Ergebnissen; die Verfahren mit ein-

facher Rekursion und nach Newton haben den Vorteil, dass sie bei geringen Werten von 

𝑣2 𝑐⁄   schneller konvergieren. Sie weisen aber den Nachteil auf, dass die Konvergenz bei 

hohen Geschwindigkeiten nachlässt und ab 𝑝0 = 𝛾2𝑣2 ≥ 2𝑐 (für 𝑚1 = 𝑚2 = 1) nicht mehr 

gegeben ist, während die Bisektion ein deutlich besseres Verhalten zeigt und ab etwa 

𝑣2 𝑐⁄ > 0,895 als einziges Verfahren noch funktioniert. 

In den nachfolgenden Tabellen sind Beispiele für Berechnungen mit verschiedenen 

Randbedingungen wiedergegeben. Es ist dabei gekennzeichnet, ab wann bei der Berech-

nung kein Unterschied mehr zwischen den aufeinander folgenden Iterationsschritten er-

mittelt werden kann und der Vorgang damit beendet ist (Statusabfrage „x“ im Feld „St“). 

Führt ein Verfahren nicht zur Konvergenz wird dies bei der Bewertung mit „nicht ok“ ge-

kennzeichnet. Außerdem wurde der prozentuale Unterschied zu dem sich aus der relativis-

tischen Geschwindigkeitsaddition ergebenden Wert 𝑣3,𝑅𝑒𝑙 berechnet. 

In den Tabellen werden folgende Formeln verwendet: 

𝑣3,𝑅𝑒𝑙

𝑐
=

1 − √1 − (
𝑣2

𝑐
)

2

𝑣2

𝑐

                          𝛾3,𝑅𝑒𝑙 =
1

√1 − (
𝑣3,𝑅𝑒𝑙

𝑐 )
2

                    
𝑝0

𝑐
= 𝑚2𝛾2

𝑣2

𝑐
 

Rekursion:           
(𝑣3)𝑘+1

𝑐
=

𝑝0

𝑐(𝑚1 + 𝑚2)
√1 − (

(𝑣3)𝑘

𝑐
)

2

 

Newton:  

               
(𝑣3)𝑘+1

𝑐
=

(𝑣3)𝑘

𝑐
+ {

𝑝0

𝑐(𝑚1 + 𝑚2)
−

(𝑣3)𝑘

𝑐
[1 − (

(𝑣3)𝑘

𝑐
)

2

]

−1
2⁄

} [1 − (
(𝑣3)𝑘

𝑐
)

2

]

3
2⁄
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Bisektion:         
(𝑣3)𝑘+1

𝑐
=

(𝑣3−)𝑘+(𝑣3+)𝑘

2𝑐
 

 

Abfrage               𝑓(𝑣3)𝑘+1 >
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
: ⇒ (𝑣3+)𝑘+1 = (𝑣3)𝑘+1 𝑢𝑛𝑑 (𝑣3−)𝑘+1 = (𝑣3−)𝑘 

 

Abfrage               𝑓(𝑣3)𝑘+1 <
𝑝0

(𝑚1 + 𝑚2)
: ⇒ (𝑣3+)𝑘+1 = (𝑣3+)𝑘 𝑢𝑛𝑑 (𝑣3−)𝑘+1 = (𝑣3)𝑘+1 

 

Zweckmäßige Startwerte: Für 
(𝑣3−)0

𝑐
=

𝑣1

𝑐
  und für 

(𝑣3+)0

𝑐
=  

𝑣2

𝑐
 

Die Formeln in den Ergebnisfeldern (blau eingefärbt): Für Rekursion, Newton und Bisek-

tion jeweils die letzten Werte der Iteration. 

𝑣3

𝑣3,𝑅𝑒𝑙
− 1 

Ergebnisvergleich. Gewählt wurde das Ergebnis der Bisektion (𝑣3)  
und die relativistische Geschwindigkeitsaddition (𝑣3,𝑅𝑒𝑙) in % 

Für die Berechnungen wurden folgende Fälle ausgewählt: 

Tab. D.1 Tab. D.2 Tab. D.3 

𝑚1 = 1; 𝑚2 = 1 
 

𝑣1 =  0  ;   𝑣2 = 0,1𝑐 

𝑚1 = 1;  𝑚2 = 1 
 

𝑣1 = 0   ;   𝑣2 = 0,8𝑐 

𝑚1 = 1: 𝑚2 = 1 
 

𝑣1 = 0  ;   𝑣2 = 0,89𝑐 

D5.  Codes für Tabellenkalkulation: 

Koordinate  Code 
G1 = (1-(1-B2^2)^(1/2))/B2 

G2 = (1-G1^2)^(1/2) 

B3 = B2*(1-B2^2)^-(1/2) 

B5 = WENN(B6="ok";B70;"") 

D5 = WENN(D6="ok";D70;"") 

F5 = WENN(F6="ok";F70;"") 

H5 = F5/G1-1 

B6 = WENN(C70="";"nicht ok";"ok") 

D6 = WENN(E70="";"nicht ok";"ok") 

F6 = WENN(G70="";"nicht ok";"ok") 

B8 = B70/D70-1 

D8 = D70/F70-1 

F8 = F70/B70-1 

G10 = B1 

H10 = B2 

B11 = B$3/(1+D$2)*(1-B10^2)^(1/2) 

C11 = WENN(B11=B10;"x";"") 

D11 = D10+(B$3/(1+D$2)-D10*(1-D10^2)^-(1/2))*((1-D10^2)^(3/2)) 

E11 = WENN(D11=D10;"x";"") 

F11 = (G10+H10)/2 

G11 = WENN(F11*(1-F11^2)^-(1/2)<B$3/(1+D$2);F11;G10) 

H11 = WENN(F11*(1-F11^2)^-(1/2)<B$3/(1+D$2);H10;F11) 

I11 = WENN(F11=F10;"x";"") 

Die Codes B11 bis I11 erlauben ein Kopieren, hier B70 bis I70  
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Tab. D.1:   Geschwindigkeit nach relativistischem nicht elastischem Stoß, 𝑣1 = 0 ; 𝑣2 = 0,1𝑐 
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Tab. D.2:   Geschwindigkeit nach relativistischem nicht elastischem Stoß, 𝑣1 = 0 ; 𝑣2 = 0,8𝑐 
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Tab. D.3:   Geschwindigkeit nach relativistischem nicht elastischem Stoß, 𝑣1 = 0 ;  𝑣2 = 0,89𝑐 


